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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas YW3ninutos

Conteste de manera clara y razonada dos de la® ajetiones propuestas. Cada cues-
tion se puntla sobre 10 puntos. La calificacidalfge obtiene al dividir el total de pun-
tos entre cuatro.

OPCION A

1°) Una matriz cuadrada A es ortogonal si se werifjue A - A= 1. ;Para qué valores
de ay b es la siguiente matriz ortogonal?

a 0 0
A=|0 cosb senb
0 —-senb cosb

a 0 0 a 0 0 a 0 0
A" =0 cosb -senb|;; A-AT=|0 cosb senb|-|0 cosb -senb|=
0O senb cosb 0O -senb cosb 0O senb cosb
a’ 0 0 az 00
=10 coSsb+serfb -serb-cosb+seb-cosb|=| 0 1 0|=1=
0 -serb-cosb+serb-cosh cosb+sertb 0O 01

A es ortogonal Ob0r y para a=1y a=-1.
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2°) Se considera la funcioh(x) = arc tag x. Demostrar que existe el menos un nimerc
x0(0, 1), tal que f(x) = x.

Para resolver este ejercicio tenemos que aplickeaema del valor medio o de
Lagrange, que dice:

Si f es una funcién continua en [a, b] y derivadre(a, b), entonces existe al me-

nos un punta(a, b) que cumple:f'(c)zw.

Teniendo en cuenta que, segun el enunciado dbelgpna: arc tag x=x, pode-
mos considerar la funciég(x) = x - arc tag x, que cumple las condiciones del Teorema
de Lagrange en el intervalo (1, 0), por lo tant@ése

o 9(1)-1(0) g(x)=x-arc tag x 1 _(1-arctag1)-(0-arc tag 0)
g(c)——:> 1 =1- - =
1-0 g'(x):1—1+X2 1+c 1-0
T
1+c¢” -1 (1_4j_0 c’ T _4-71
e -1 i LetitgT o 4c* =4-+4c* - k* 5, m* =4-1T 5,
. _4A-m

<1=|c|<1= Existe al menosun valor c0(0,1) quecumplela condicion

*kkkkkkkkk



x-1_y+m_ z _x_y-1l_z+m
= = y ssE-=°"_"-= se cortan en
3 -2 3 2 -2

un punto. Calcular el valor de my el punto deeort

Las expresiones por unas ecuaciones paraméteaag slson las siguientes:

39) Sabemos que las rectas

x=1+2k x =3k
rs<y=-m+3k ;; s=<y=1+2k
z=-2k z=-m-2k

Si tienen un punto en comudn tiene que cumplirseawalor de x tiene que ser
igual para ambas rectas, lo cual nos permita Galall valor de k, que a su vez nos
permite calcular m:

1+2k=3k = k=1 = -m+3:1=1+2-1;; - m+3=1+2 ;; m=0
x=1+2k x =3k
Lasrectasryssonr={y=3k ;; SEqy=1+2k.
z=-2k z=-2k
P(1 0, 0)
r=<3
i=(23 -2
Un punto y un vector de cada una de las rectas,son
Q(0,2,0)
ST
v=(32-2)

El planon pedido tiene como vectores directotey v y contiene, por ejemplo,
al punto P(Z1, 0, 0):

x-1vy z
alP; 0, v)=| 2 3 -2|=0;; -6(x-1)-6y+4z-9z+4(x-1)+4y=0 ;;
3 2 -2

-2(x-1)-2y-5z=0 ;; 2x-2+2y+5z=0 ;; m=2x+2y+5z2-2=0
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4°) Demostrar que el rectdngulo de area maximaiiosen una circunferencia de radio
r es un cuadrado. Indicar el valor del area maxima.

El area del rectangulo es=2 P

Del triangulo rectangulo ABC se dedu-
ce que:

(2r) =a? +b? ;; 4r?=a’ +b? ;; b=+/4r2 -a’

Sustituyendo el valor de b en el area:

pa— a-b_1 1
s=Z —=ZaVar?-a’=Z+4r’a’-a’
2 2 2

Para que el &rea sea maxima, su derivada tiensequero:

a, =0

8r’a-4a’ 2r‘a-a’
= =0=>
a,=r2

2J4r2a? - a* B Jar2a® - a*

S':%- =0=2r’a-a*=0;; a(2r2—a2)

La primera de las soluciones carece de sentidodofseria para minimo).

Los valores de ay b soa=r+/2.

b=+4r2—a2 =/4r2 -2r2 =\2r* =r/2=b=a.

Se trata de un cuadrado, como gueriamos demostrar.

El valor del area maxima es:

_a-b_(r\/E)-(r\/E)_Zrz_rz
2 2 2

S

El valor del area maxima es r
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OPCION B

2x+ay+z=2
1°) Resolver el siguiente sistema cuando sea cdmeatdeterminado: x+ay=1
-y+az=0

2 a 1 2 a 1 2
M=|1 a 0O|;:M'=[1 a 01
0 -1 a 0 -1 a0
2 a 1 a =1
|M|:1 a 0/=2a’-1-a’=a?-1=0 = {——
a,=-1
0 -1 a

azl . . .
Para {a;t 1} = RangoM =RangoM '=3=n° incégnitas = Compatible deter minado

Observando la matriz ampliada M’, tiene las colamf? y 42 iguales, por lo tan-
to, para determinar su rango basta con estudiagjemplo, las dltimas tres columnas:

Para a=1 el rangc de M' es:

1 12
M'={C,,C,C}=|1 0 1/=2-1-1=0= RangoM'=2
-11 0

Para a=-1 el rango de M' es:

-1 1 2
M'={C, C,C}=|-1 0 1/=2-1-1=0= RangoM'=2
-1 -10

a=
Para { 1} — RangoM =RangoM'=2<nC incégnitas = Compatibleindeter minado
a=-

Vamos a resolver ahora los casos en que es cdiapati

2X+y+2z2=2
1°.-a = 1. El sistema resultante es: x+y=1
-y+z=0

Despreciando la 12 ecuaciéon y parametrizandoedaju



-k

x=1
Xx+y=1 -
=z=k =>y=k ;; x=1-y=1-k=x = Solucion sy=k
-y+z=0] T T/ —
z=k
2X-y+z=2
2°.-a=-1. El sistema resultante es: x-y=1
-y-z=0

Despreciando la 12 ecuaciéon y parametrizandoedaju

x=1-k

x-y=1
Y Jc:z:k:jy:—k;;x:l+y:l—k:x = Solucién < y=-k
z=k
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2°) Calcular el area de la region limitada pordeva y = — 5
X —

X = 3.

ylasrectasy =0, x = 2,

En el intervalo [2, 3] la funcion f(x) es continydodas sus ordenadas son positi-
vas, por lo tanto:

o — 2=t x=3 . t=25

3
A=[f(x)dx=[— S dx = (3¢ de=de =
2

X? -dx=:—13-dt X=2t=6

-[Lt]zszé-[LZS—L6]:% : L2—65I]02l75u2 =A
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3°) Enunciar el Teorema de Rolle. ¢Podemos apksse teorema a la funcidon
f(x)=e“2 si el intervalo (-1, 1)? ¢ Para qué valas f'() = 0?

El teorema de Rolle se puede enunciar diciendo:

Si f(x) es una funcién continua en el intervalpljaiy derivable en (a, b) y si se
cumple que f(a) = f(b), existe al menos un puiida, b) tal que f'(x) = 0.

La funcion f (x)=e* 2 es continua y derivable en todo su dominio, quR,gsor
lo tanto, es aplicable el Teorema de Rolle entehwalo (-1, 1).

Aplicando el Teorema:
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4°) Sabemos que la rectes(x, y, z)=(1, b, 0)+ A(2, -10,1) y el plano de ecuacién
n=2x+ay+z=2 se cortan perpendicularmente y que la recta pas®{1, 1, -1).
Calcular a, b y el punto Q de corte.

Si la recta r y el plana son perpendiculares, un vector normal del plaredeu
ser vector director de la recta, por lo cual:

r=(x,y,2)=(1-b,0)+A(2 -101)=v=(2 -101)

=V=n= a=-10

m=2x+ay+z-2=0=1=(2 a,1)

Sir pasa por el punto P(-1, 1, -1), el puntodigoe satisfacer la ecuacién de r:

-1=1+24
(-12-19)=(1 -b,0)+A(2, -101)={1=-b-101 = A1=0 = b=-1
-1=1+24
Xx=1+24
El punto Q de corte des{y=1-104 connn=2x-10y+2-2=0 es el siguiente:

z=

2-(1+24)-10-(1-104)+1-2=0;;2+ 41 -10+1004 + A -2=0 ;; 105/ =10 ;; /1:231

4 25

X=1+2A=1+—=—=X
21 21
20 1 25 1 2
=1-10A=1-—=—= = —, =, —
y 21 21 Y Q(Zl 21 21)
z:A:E
21
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